Problème inverse de Galois sur quelques extensions de Q(T) by Poineau, Jerome
Universita¨t Regensburg
Mathematik
Proble`me inverse de Galois sur
quelques extensions de Q(T )
Je´roˆme Poineau
Preprint Nr. 24/2008
PROBLE`ME INVERSE DE GALOIS
SUR QUELQUES EXTENSIONS DE Q(T )
par
Je´roˆme Poineau
Re´sume´. — Nous pre´sentons ici quelques re´sultats autour du proble`me inverse
de Galois. Nous commenc¸ons par rappeler les re´sultats classiques selon lesquels
tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension de C(T ) ou Qp(T ) et
indiquons la strate´gie mise en œuvre dans la de´monstration. En utilisant une
me´thode similaire, nous proposons une nouvelle preuve, purement ge´ome´trique,
dans le langage des espaces de Berkovich sur Z, d’un re´sultat de D. Harbater
assurant que tout groupe fini peut eˆtre re´alise´ comme groupe de Galois d’une
extension d’un corps de se´ries arithme´tiques convergentes, ainsi que quelques
ge´ne´ralisations.
Dans le but que ce texte puisse eˆtre lu sans connaissances pre´alables, nous
n’avons pas he´site´ a` inclure rappels et de´tails.
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Introduction
Le proble`me inverse de Galois consiste a` montrer que tout groupe fini peut
eˆtre re´alise´ comme groupe de Galois d’une extension du corps des nombres
rationnels Q. La simplicite´ de l’e´nonce´ n’augure en rien de la difficulte´ de la
question et sa re´ponse nous e´chappe encore a` ce jour.
Une strate´gie due a` D. Hilbert consiste a` chercher a` re´aliser, tout d’abord, un
groupe fini G donne´ comme groupe de Galois d’une extension du corps Q(T ).
Ce second proble`me se preˆte a` une approche ge´ome´trique. En effet, supposons
que nous sachions construire un reveˆtement (ramifie´) galoisien X de la droite
projective P1Q de groupe de Galois G. L’extension
M (P1Q) = Q(T )→ M (X)
induite entre les corps de fonctions fournirait alors une re´ponse au proble`me.
Fait remarquable, il est possible de spe´cialiser une telle extension en un nombre
rationnel T = t ∈ Q de fac¸on a` obtenir une extension du corps Q dont le groupe
de Galois est encore G. Ce dernier re´sultat est connu sous le nom de the´ore`me
d’irre´ductibilite´ de Hilbert (cf. [2], theorem 5.9.7).
Le proble`me pre´ce´dent, dit proble`me inverse de Galois ge´ome´trique, pre´sente
e´galement l’avantage d’admettre une ge´ne´ralisation en remplac¸ant le corps Q
par n’importe quel autre corps. Signalons que ce n’est pas le cas du premier
proble`me, dont l’e´nonce´ tombe en de´faut pour bon nombre de corps, ceux
qui sont alge´briquement clos ou finis, par exemple. Nous renvoyons le lecteur
inte´resse´ par ces proble`mes et leurs ge´ne´ralisations au texte [3] de P. De`bes.
Dans la section 1, nous nous inte´resserons au proble`me inverse de Galois
ge´ome´trique dans le cas du corps des nombres complexes C et rappellerons les
grandes lignes d’une preuve classique. Nous mentionnons e´galement le cas d’un
corps value´ complet arbitraire.
Le reste du texte est consacre´ a` un re´sultat proche du proble`me inverse de
Galois ge´ome´trique sur Q. Pour tout r ∈ R+, notons Zr− [[T ]] l’anneau forme´
des se´ries en une variable a` coefficients entiers dont le rayon de convergence
complexe est supe´rieur ou e´gal a` r. Dans l’article [8], D. Harbater e´nonce le
re´sultat suivant (corollary 3.8) :
The´ore`me 1 (D. Harbater). — Tout groupe fini est le groupe de Galois d’une
extension du corps Frac(Z1− [[T ]]).
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Remarquons, de`s a` pre´sent, que pour tout r > 1, l’anneau Zr− [[T ]] est re´duit
a` l’anneau de polynoˆmes Z[T ]. Si nous disposions du the´ore`me pre´ce´dent pour
un certain nombre re´el r > 1, nous aurions donc re´solu le proble`me inverse de
Galois ge´ome´trique sur Q.
La de´monstration originale de ce re´sultat, aboutissement de la se´rie d’ar-
ticles [5], [6], [4] et [8], est ardue et technique ; elle base´e sur des manipulations
alge´briques des anneaux de se´ries du type pre´ce´dent. Nous en proposons une nou-
velle, purement ge´ome´trique et remarquablement proche de la de´monstration
dans le cadre complexe. La seule difficulte´ re´side dans le fait que le cadre
ge´ome´trique adapte´ a` ce proble`me est celui, fort naturel mais sans doute encore
un peu exotique, des espaces de Berkovich sur Z. Nous consacrons la section 2
a` des rappels sur ces espaces et la section 3 a` la de´monstration annonce´e.
La majeure partie de ce texte a e´te´ re´dige´e au cours de l’anne´e que j’ai passe´e
a` l’universite´ de Ratisbonne. Je souhaite remercier Klaus Ku¨nnemann, qui m’a
permis d’y se´journer, pour son accueil et ses encouragements.
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1. Strate´gie de recollement
Commenc¸ons par nous inte´resser au proble`me inverse de Galois ge´ome´trique
sur le corps C. Nous cherchons donc a` construire un reveˆtement ramifie´ galoisien
de P1C ayant pour groupe de Galois un certain groupe fini fixe´ au pre´alable. En
re´alite´, nous n’allons pas travailler avec la varie´te´ alge´brique P1C, mais plutoˆt
avec la varie´te´ analytique complexe P1(C).
Conside´rons tout d’abord le cas des groupes cycliques. Soit m ∈ N∗. Il est
aise´ de construire localement un reveˆtement galoisien de groupe Z/kZ. En effet,
choisissons un point P de P1(C), z une coordonne´e locale au voisinage de ce
point et DP un disque ouvert centre´ en P sur lequel elle est de´finie. Conside´rons
le reveˆtement XP du disque DP donne´ par l’e´quation
tk = z.
Il ve´rifie les proprie´te´s attendues. En outre, il est connexe, lisse et trivial au-
dessus du comple´mentaire du point P . Remarquons que, pour de´terminer le
groupe de Galois, nous avons utilise´ le fait que le corpsC contienne exactement k
racines ke`mes de l’unite´.
Nous allons maintenant recoller des reveˆtement du type pre´ce´dent afin d’en
construire qui posse`dent d’autres groupes de Galois. Fixons un groupe fini G.
Notons n son ordre et g1, . . . , gn ses e´le´ments. Soit i ∈ [[1, n]]. Notons ni l’ordre
de l’e´le´ment gi dans le groupe G et di = n/ni. Choisissons des repre´sentants
hi,0, . . . , hi,di−1 des e´le´ments du quotient G/〈gi〉 dans G. Choisissons un point Pi
de P1(C) et construisons un reveˆtement XPi au-dessus d’un disque DPi comme
pre´ce´demment. Indexons les feuilles de ce reveˆtement par les entiers de 0 a` ni−1
de fac¸on compatible avec l’action du groupe Z/niZ. Conside´rons, a` pre´sent, di
copies de XPi indexe´es par les entiers de 0 a` di − 1. Notons YPi le reveˆtement
de DPi ainsi obtenu.
Notons D′ le comple´mentaire des points P1, . . . , Pn dans P
1(C) et Y ′ le
reveˆtement trivial a` n feuillets au-dessus de D′. Indexons ces feuillets par les
e´le´ments du groupe G. Nous allons, maintenant, recoller les reveˆtements pre´ce´-
dents. Nous supposerons que les disques DPi , avec i ∈ [[1, n]], sont deux a` deux
disjoints. Nous pouvons facilement nous ramener a` ce cas en les re´duisant, si be-
soin est. Soit i ∈ [[1, n]]. Au-dessus de DPi ∩D
′, nous recollons la feuille indexe´e
par l’e´le´ment k de la copie de XPi indexe´e par l du reveˆtement YPi avec la feuille
indexe´e par l’e´le´ment ai,lg
k
i du reveˆtement Y
′ (cf. figure 1). Nous obtenons ainsi
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un reveˆtement Y de P1(C) dont on ve´rifie facilement qu’il est connexe, lisse et
galoisien de groupe G.
Di
D′
Pi
l
...
...
...
di − 1
1
...
0
1
2
k
...
...
0
...
ni − 1
0k
′
nj − 1
ai,lg
k
i = aj,1g
2
j
...
ai,lg
k′
i = aj,dj−1g
−1
j
Pj
Dj
Fig. 1. Recollement de reveˆtements cycliques.
Ainsi avons-nous obtenu une varie´te´ analytique complexe Y ve´rifiant les
proprie´te´s requises. Il nous reste a` montrer que c’est, en re´alite´, une varie´te´
alge´brique. Ce re´sultat de´coule du the´ore`me d’existence de B. Riemann ou, si
l’on veut, des the´ore`mes GAGA de J.-P. Serre. Nous avons finalement obtenu le
re´sultat suivant :
The´ore`me 1.1. — Tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension du
corps C(T ).
Pour re´sumer, rappelons en quelques mots la strate´gie de la preuve :
1. Construire des reveˆtements cycliques sur de petits ouverts.
2. Recoller les reveˆtements pre´ce´dents.
3. Montrer que l’extension induite sur les corps de fonctions est alge´brique.
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Elle est due a` D. Harbater, qui l’a de´veloppe´e dans plusieurs contextes et uti-
lise´e pour de´montrer de nombreux re´sultats. Nous renvoyons le lecteur de´sireux
d’en savoir plus au texte [9], ou` il trouvera une introduction e´le´mentaire au sujet
comme les de´tails des re´sultats les plus pousse´s.
La simplicite´ de la strate´gie d’Harbater invite a` l’appliquer dans de nombreux
contextes ge´ome´triques, pour peu que l’on dispose d’une bonne notion de « petits
ouverts » et de the´ore`mes d’alge´bricite´ du type GAGA. Ce n’est pas le cas de
la ge´ome´trie alge´brique, ou` deux ouverts non-vides de la droite projective se
coupent toujours, interdisant d’utiliser les techniques pre´ce´dentes. Ce devrait,
en revanche, eˆtre le cas de toute ge´ome´trie analytique raisonnable. L’on peut
ainsi obtenir le the´ore`me suivant.
The´ore`me 1.2. — Soit K un corps muni d’une valeur absolue ultrame´trique
non-triviale pour laquelle il est complet. Tout groupe fini est groupe de Galois
d’une extension du corps K(T ). L’extension peut eˆtre choisie re´gulie`re, c’est-a`-
dire que le corps K y est alge´briquement ferme´.
La de´monstration originale est due a` D. Harbater (cf. [7]) ; elle est e´crite dans
le cadre de la ge´ome´trie formelle et s’e´carte un peu de la strate´gie pre´ce´dente (le
recollement se fait a` l’aide de « mock covers »). Il existe e´galement une preuve
dans le cadre de la ge´ome´trie rigide, re´dige´e par Q. Liu dans [10] en suivant
une ide´e de J.-P. Serre, qui suit de tre`s pre`s la strate´gie indique´e. Signalons,
cependant, que l’absence, en ge´ne´ral, de racines primitives de l’unite´ de tout
ordre complique la premie`re e´tape.
Dans ce qui suit, nous allons appliquer la strate´gie de recollement dans le
cadre des espaces de Berkovich sur Z afin de de´montrer le the´ore`me 1.
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2. La droite de Berkovich sur Z
Dans cette section, nous pre´sentons succintement la droite de Berkovich sur Z.
Nous en donnons une description rapide et nous concentrons sur les proprie´te´s
dont nous aurons besoin par la suite. Nous invitons le lecteur dont ces pre´mices
auront e´veille´ la curiosite´ a` parcourir l’ouvrage [11] pour de ce vaste et passion-
nant sujet.
2.1. De´finitions
Commenc¸ons par rappeler la de´finition d’espace affine analytique sur Z. Elle
est due a` V. Berkovich (cf. [1], §1.5). Soit n ∈ N. L’espace affine analytique de
dimension n sur Z, note´ An,anZ , est l’ensemble des semi-normes multiplicatives
sur Z[T1, . . . , Tn], c’est-a`-dire l’ensemble des applications
|.| : Z[T1, . . . , Tn]→ R+
qui ve´rifient les proprie´te´s suivantes :
i) |0| = 0 et |1| = 1 ;
ii) ∀P,Q ∈ Z[T1, . . . , Tn], |P +Q| ≤ |P |+ |Q| ;
iii) ∀P,Q ∈ Z[T1, . . . , Tn], |PQ| = |P ||Q|.
Soit x un point de An,anZ . Il lui est associe´ une semi-norme multiplicative |.|x
sur Z[T1, . . . , Tn]. L’ensemble px des e´le´ments sur lesquels elle s’annule est un
ide´al premier de Z[T1, . . . , Tn]. Le quotient est un anneau inte`gre sur lequel la
semi-norme |.|x induit une valeur absolue. Nous noterons H (x) le comple´te´
du corps des fractions de cet anneau pour cette valeur absolue. Nous noterons
simplement |.| la valeur absolue sur le corps H (x), cela n’entraˆınant pas de
confusion. La construction fournit un morphisme
Z[T1, . . . , Tn]→ H (x).
L’image d’un e´le´ment P de Z[T1, . . . , Tn] par ce morphisme sera note´e P (x).
Avec ces notations, nous avons donc |P (x)| = |P |x.
Munissons, a` pre´sent, l’espace analytique An,anZ d’une topologie : celle en-
gendre´e par les ensembles de la forme
{x ∈ An,anZ | r < |P (x)| < s},
pour P ∈ Z[T1, . . . , Tn] et r, s ∈ R.
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Pour finir, nous de´finissons un faisceau d’anneaux O sur An,anZ de la fac¸on
suivante : pour tout ouvert U de An,anZ , l’anneau O(U) est constitue´ des appli-
cations
f : U →
⊔
x∈U
H (x)
qui ve´rifient les deux conditions suivantes :
i) ∀x ∈ U , f(x) ∈ H (x) ;
ii) f est localement limite uniforme de fractions rationnelles sans poˆles.
2.2. Dimension 0
Afin de rendre plus palpables les de´finitions pre´ce´dentes, nous allons de´crire
explicitement l’espace A
,an
0 Z, l’espace affine analytique de dimension 0 sur Z,
que nous noterons plus volontiers M (Z). Nous noterons |.|∞ la valeur absolue
usuelle et, pour tout nombre premier p, |.|p la valeur absolue p-adique usuelle.
Du the´ore`me d’Ostrowski, l’on de´duit que les points de M (Z) sont exactement
i) la valeur absolue triviale |.|0 (nous noterons a0 le point associe´) ;
ii) les valeurs absolues archime´diennes |.|ε∞ (nous noterons a
ε
∞ le point associe´),
avec ε ∈ ]0, 1] ;
iii) pour tout nombre premier p, les valeurs absolues p-adiques |.|εp (nous note-
rons aε∞ le point associe´), avec ε ∈ ]0,+∞[ ;
iv) pour tout nombre premier p, la semi-norme |.|+∞p induite par la valeur
absolue triviale sur Fp (nous noterons a˜p le point associe´).
Topologiquement, nous disposons e´galement d’une description explicite. Tout
d’abord, chacune des branches trace´e sur la figure 2est home´omorphe a` un seg-
ment re´el. Il nous reste a` de´crire les voisinages du point central a0 : ce sont
les parties qui contiennent entie`rement toutes les branches a` l’exception d’un
nombre fini, et qui contiennent un voisinage de a0 dans chacune des branches
restantes. Si l’on pre´fe`re, l’espace M (Z) a la topologie du compactifie´ d’Alexan-
drov de la re´union disjointe de ses branches prive´es de a0, le point a0 jouant le
roˆle du point a` l’infini.
Nous pouvons e´galement de´crire explicitement les sections du faisceau struc-
tural sur les ouverts de M (Z). Nous avons repre´sente´ les diffe´rents cas a` la
figure 3.
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a˜p
a˜2
a˜3
aε∞
aεp
a0
ε
ε
0
1
0
+∞
H = (R, |.|ε∞)
H = (Q, |.|0)
H = (Qp, |.|
ε
p)
H = (Fp, |.|0)
Fig. 2. L’espace M (Z).
2.3. Dimension 1
Venons-en, a` pre´sent, a` l’espace affine analytique de dimension 1 sur Z. Nous
noterons T la coordonne´e sur cet espace. Remarquons, tout d’abord, que le
morphisme Z→ Z[T ] induit un morphisme de projection
pi : A1,anZ → M (Z).
Cela nous permet d’obtenir une description topologique de la droite de Berkovich
sur Z : la fibre de pi au-dessus d’un point x de M (Z) est isomorphe a` la droite
de Berkovich sur le corps H (x). Si H (x) = R, cette droite est isomorphe au
quotient de l’espace C par la conjugaison complexe. Nous ne chercherons pas
a` obtenir de description plus pre´cise et nous contenterons d’indiquer quelques
proprie´te´s (cf. [11], the´ore`mes 4.4.1 et 4.5.5).
The´ore`me 2.1. — i) L’espace A1,anZ est localement compact, me´trisable et
de dimension topologique 3.
ii) L’espace A1,anZ est localement connexe par arcs.
iii) Le morphisme de projection pi : A1,anZ → M (Z) est ouvert.
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a˜5
O = Z
[
1
6
]
O = R
O = Z3
O = Q2
a˜3
a˜2
a˜p
Fig. 3. Le faisceau structural sur M (Z).
iv) En tout point x de A1,anZ , l’anneau local Ox est hense´lien, noethe´rien, re´gulier,
de dimension infe´rieure a` 2 et le corps re´siduel κ(x) est hense´lien.
v) Le faisceau structural O est cohe´rent.
Dans la section qui suit, nous aurons besoin d’autres proprie´te´s lie´es au
principe du prolongement analytique (cf. [11] the´ore`mes 4.4.2 et 7.1.9, corol-
laire 4.4.5).
The´ore`me 2.2. — Soit U une partie connexe de A1,anZ .
i) Le principe du prolongement analytique vaut sur U . En particulier, l’an-
neau O(U) est inte`gre.
ii) L’anneau des sections me´romorphes M (U) est un corps.
iii) Si U est de Stein, le morphisme naturel Frac(O(U)) → M (U) est un iso-
morphisme.
Rappelons ici ce que nous entendons par espace de Stein. Nous dirons qu’un
espace localement annele´ (X,OX) est de Stein s’il satisfait les conclusions des
the´ore`mes de H. Cartan :
A) pour tout faisceau de OX-modules cohe´rent F et tout point x de X, la
fibre Fx est engendre´e par l’ensemble des sections globales F (X) ;
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B) pour tout faisceau de OX-modules cohe´rent F et tout entier q ∈ N
∗, nous
avons Hq(X,F ) = 0.
Donnons quelques exemples de sous-espaces de la droite analytique A1,anZ qui
sont des espaces de Stein (cf. [11], the´ore`me 6.6.29).
The´ore`me 2.3. — Soient V une partie ouverte et connexe de l’espace M (Z)
et s, t ∈ R. Les parties suivantes de la droite analytique A1,anZ sont des espaces
de Stein :
i)
{
x ∈ pi−1(V )
∣∣ s < |T (x)| < t} ;
ii)
{
x ∈ pi−1(V )
∣∣ |T (x)| > s}.
Pour terminer, disons quelques mots des sections globales sur les parties de
la droite analytique A1,anZ . Sur les disques, elles s’expriment essentiellement en
termes de se´ries dont les coefficients sont des fonctions sur M (Z). Conside´rons,
par exemple, le disque ouvert relatif de rayon 1 :
D =
{
x ∈ A1,anZ
∣∣ |T (x)| < 1
}
.
Le morphisme naturel Z[T ]→ O(D) induit un isomorphisme
Z1− [[T ]]
∼
−→ O(D),
ou` Z1− [[T ]] de´signe l’anneau constitue´ des se´ries de la forme∑
i≥0
aiT
i ∈ Z[[T ]]
telles que le rayon de convergence de la se´rie
∑
i≥0
|ai|∞ T
i
soit supe´rieur a` 1. On de´duit cette description du the´ore`me 3.2.16 de [11].
A` partir de la description des anneaux de sections sur les disques, nous pou-
vons en de´duire celle des anneaux locaux en certains points. Nous nous conten-
terons de deux exemples. Soit p un nombre premier. Notons zp le point 0 de la
fibre de pi au-dessus du point a˜p. D’apre`s le corollaire 3.2.5 de [11], le morphisme
naturel Z[T ]→ Ozp induit un isomorphisme
Zp[[T ]]
∼
−→ Ozp .
Notons z0 le point 0 de la fibre de pi au-dessus du point a0. D’apre`s le corol-
laire 3.2.8 de [11], le morphisme naturel Z[T ]→ Oz0 induit un isomorphisme
E
∼
−→ Oz0,
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ou` E de´signe l’anneau constitue´ des e´le´ments f de Q[[T ]] qui ve´rifient les pro-
prie´te´s suivantes :
i) ∃a ∈ N∗, f(aT ) ∈ Z[[T ]] ;
ii) le rayon de convergence complexe de la se´rie f est strictement positif ;
iii) pour tout nombre premier p, le rayon de convergence p-adique de la se´rie f
est strictement positif.
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3. De´monstration du the´ore`me 1
Nous allons maintenant appliquer la strate´gie de recollement de´crite a` la
section 1 dans le cadre des espaces de Berkovich sur Z afin de de´montrer
le the´ore`me 1 Plus pre´cise´ment, un groupe fini G e´tant donne´, nous allons
construire un reveˆtement galoisien de groupe G du disque
D =
{
x ∈ A1,anZ
∣∣ |T (x)| < 1
}
.
Cela indique que la troisie`me e´tape de notre de´monstration diffe´rera fondamen-
talement de la troisie`me e´tape de la de´monstration du cas complexe. En effet,
le disque D est un espace affine et non plus projectif comme l’e´tait P1(C). En
particulier, les the´ore`mes GAGA n’y sont pas valables. Nous utiliserons a` leur
place le caracte`re Stein du disque D afin de terminer la de´monstration.
Mentionnons, pour finir, que nous allons en fait construire des faisceaux d’al-
ge`bres cohe´rents ayant pour groupe d’automorphismes un groupe fini prescrit.
Bien entendu, ces faisceaux sont les images directes de faisceaux structuraux de
reveˆtements ramifie´s de la droite analytique sur Z et il y aurait tout inte´reˆt a`
mener plutoˆt nos constructions dans ce langage. Nous nous en abstenons unique-
ment parce qu’aucune re´fe´rence concernant ces espaces n’est disponible. Nous
indiquerons cependant en remarque les traductions dans ce cadre ; elles sont
imme´diates pour qui dispose d’une bonne the´orie des courbes analytiques sur Z.
Nous noterons X = A1,anZ et, pour tout nombre premier p,
Dp = D ∩ pi
−1([a0, a˜p]),
D′p = D ∩ pi
−1(]a0, a˜p]),
et D′′p = D ∩ pi
−1(]a0, a˜p[).
Ces trois parties sont connexes.
3.1. Construction locale de reveˆtements cycliques
Dans le cas complexe, la construction locale e´tait particulie`rement simple car
nous disposions de racines primitives de l’unite´ de tout ordre. Elle ne sera gue`re
plus difficile ici puisque, comme nous allons l’expliquer, un entier n e´tant donne´,
il existe toujours une branche de M (Z), et meˆme une infinite´, sur laquelle existe
une racine primitive ne`me de l’unite´.
Soient V une partie ouverte de X et P un polynoˆme unitaire a` coefficients
dans O(V ). Notons n son degre´. On de´finit un pre´faisceau FP sur V en posant,
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pour toute partie ouverte U de V ,
FP (U) = O(U)[S]/(P (S))
et en utilisant les morphismes de restriction induits par ceux du faisceau O.
Lemme 3.1. — Le pre´faisceau FP est un faisceau de OV -alge`bres cohe´rent.
De´monstration. — On constate imme´diatement que le pre´faisceau FP est un
pre´faisceau de OV -alge`bres. Il nous suffit donc de montrer que c’est un faisceau
et un faisceau de OV -modules cohe´rent. Puisque le polynoˆme P est unitaire, le
morphisme de OV -modules
OnV → F
(a0, . . . , an−1) 7→
n−1∑
i=0
ai S
i
est un isomorphisme. On en de´duit que le pre´faisceau F est un faisceau, puis
qu’il est cohe´rent, car le faisceau structural O l’est, en vertu du the´ore`me 2.1.
Remarque 3.2. — Le faisceau FP est l’image directe du faisceau structural
d’une courbe analytique sur Z. Celle-ci nous est donne´e comme un reveˆtement
ramifie´, de degre´ infe´rieur a` n, de la partie V de la droite analytique A1,anZ .
Nous allons, a` pre´sent, restreindre notre e´tude aux faisceaux FP pour une
classe de polynoˆmes P particuliers. Soient n un entier supe´rieur a` 1 et p un
nombre premier congru a` 1 modulo n. Posons
Q(S) = Sn − pn − T ∈ O(D′′p)[S].
Le re´sultat du lemme suivant donne la raison du choix des entiers n et p.
Lemme 3.3. — L’anneau Zp contient n racines n
e`mes de l’unite´.
De´monstration. — Il suffit de montrer que le polynoˆme Un−1 posse`de n racines
dans Zp. Le groupe multiplicatif F
∗
p du corps re´siduel Fp de Zp est cyclique et
d’ordre p− 1. Puisque n divise p− 1, le groupe F∗p contient un e´le´ment d’ordre
exactement n et le polynoˆme Un − 1 est scinde´ a` racines simples sur Fp. Le
lemme de Hensel assure qu’il l’est encore sur Zp.
Pour tout entier positif i et tout nombre rationnel k, posons
Cik =
k (k − 1) · · · (k − i+ 1)
i!
∈ Q.
Rappelons que nous avons l’e´galite´
∑
i≥0
Ci1/n Z
i


n
= 1 + Z dans Q[[Z]].
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Lemme 3.4. — Pour tout e´le´ment x de D′p et tout entier positif i, nous avons∣∣∣Ci1/n(x)
∣∣∣ ≤ 1.
De´monstration. — Soient x un e´le´ment de D′p et i un entier positif. Notons |.|x
la valeur absolue sur le corps H (x). Remarquons que l’application
Cik : Q→ Q
est polynomiale, et donc continue lorsque l’on munit le corps Q de la valeur
absolue |.|x. Nous savons que, pour tout entier l, l’e´le´ment C
i
l est entier. Il
ve´rifie donc l’ine´galite´ ∣∣Cil
∣∣
x
≤ 1,
puisque la valeur absolue |.|x est ultrame´trique. En outre, le nombre premier p
ne divise pas l’entier n. Par conse´quent, le nombre rationnel 1/n appartient a` Zp
et il est donc limite d’e´le´ments de Z pour la valeur absolue |.|x. On en de´duit le
re´sultat voulu.
Fixons ζ une racine primitive ne`me de l’unite´. Notons τ la permutation cy-
clique (1 2 · · · n) de l’ensemble [[1, n]]. Posons
U =
{
x ∈ D′p
∣∣ |T (x)| < |p(x)|n} .
Proposition 3.5. — Il existe un isomorphisme de OU -alge`bres
ϕ : FQ → O
n
tel que, pour tout ouvert V de U et tout e´le´ment s de F (V ), nous ayons
ϕ(ζs) = τ(ϕ(s)).
De´monstration. — Conside´rons la fonction
f = p−n T
de´finie sur X ′p. Pour tout e´le´ment r de ]0, 1[, conside´rons la partie Vr de D
′
p
de´finie par
Vr =
{
x ∈ D′p
∣∣ |T (x)| ≤ r|p(x)|n} .
Pour tout e´le´ment x de Vr et tous entiers a ≥ 0 et b ≥ a, nous avons∣∣∣∣∣
b∑
i=a
C1/n(x)
i f(x)i
∣∣∣∣∣ ≤ r
a.
On en de´duit que la se´rie
∑
i≥0 C
i
1/n f
i converge uniforme´ment sur Vr. Puisque
tout point de U posse`de un voisinage de la forme Vr, pour un certain e´le´ment r
18 JE´ROˆME POINEAU
de ]0, 1[, la se´rie
∑
i≥0 C
i
1/n f
i de´finit une fonction g sur U . Cette fonction ve´rifie
l’e´galite´
gn = 1 + f = 1 + p−n T dans O(U).
On en de´duit que nous avons l’e´galite´
Q(S) = Sn − pn − T =
n∏
j=0
(S − pζjg) dans O(U)[S].
Par conse´quent, le morphisme
FQ → O
n
F (S) 7→
(
F (pg), F (pζ−1g), . . . , F (pζ−(n−1)g)
)
est un isomorphisme. On ve´rifie imme´diatement qu’il satisfait la condition re-
quise.
Remarque 3.6. — La premie`re partie du re´sultat signifie que le reveˆtement
associe´ au faisceau FQ est trivial au-dessus de l’ouvert U . La seconde assure
que le groupe 〈ζ〉 ≃ Z/nZ agit sur le reveˆtement par une permutation cyclique
des feuillets du lieu trivial.
Lemme 3.7. — Le polynoˆme Q(S) = Sn − pn − T est irre´ductible sur le corps
Frac(O(D′′p)). En particulier, l’anneau FQ(D
′′
p) est inte`gre.
De´monstration. — Notons zp le point 0 de la fibre pi
−1(a˜p). D’apre`s la discussion
mene´e a` la fin de la section 2, l’anneau local en ce point est isomorphe a` l’an-
neau Zp[[T ]]. Montrons que le polynoˆme Q(S) est irre´ductible sur son corps des
fractions Qp((T )). En effet, il n’y a aucune racine, pour des raisons de valuation
T -adique, est se´parable et le groupe de Galois de son extension de de´composition
agit transitivement sur ses racines.
D’apre`s le principe du prolongement analytique (cf. the´ore`me 2.2), le mor-
phisme naturel O(D′′p)→ Ozp est injectif. Par conse´quent, le corps Frac(O(D
′′
p))
est un sous-corps deQp((T )). On en de´duit que le polynoˆmeQ(S) est irre´ductible
sur le corps Frac(O(D′′p)).
Puisque le polynoˆme Q(S) est unitaire, l’unicite´ de la division euclidienne
assure que le morphisme
O(D′′p)[S]/(Q(S)) → Frac(O(D
′′
p))[S]/(Q(S))
est injectif. Puisque l’anneau au but est inte`gre, celui a` la source, qui n’est autre
que l’anneau FQ(D
′′
p), l’est e´galement.
Remarque 3.8. — Ce re´sultat signifie que la courbe associe´e au faisceau FQ
est inte`gre, c’est-a`-dire re´duite et irre´ductible.
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Nous pouvons eˆtre encore plus pre´cis.
Lemme 3.9. — Soient x un point de U et i un e´le´ment de [[1, n]]. Le morphisme
ρ : FQ(D
′′
p)→ Fx
ϕx
−→
∼
O
n
x
pi
−→ Ox,
ou` pi est la projection sur le i
e`me facteur, est injectif.
De´monstration. — Soit s un e´le´ment de l’anneau FQ(D
′′
p) = O(D
′′
p)/(Q(S))
dont l’image par le morphisme ρ est nulle. Choisissons un e´le´ment F (S) de
O(D′′p)[S] qui repre´sente la section s. Reprenons les notations de la preuve de la
proposition 3.5. Par hypothe`se, nous avons
R(pζ−ig) = 0 dans Ox.
Pour montrer que l’e´le´ment s est nul, il suffit de montrer que le polynoˆme Q(S)
est le polynoˆme minimal de l’e´le´ment pζ−ig sur le corps Frac(O(D′′p)). C’est bien
le cas, puisque le lemme pre´ce´dent assure que le polynoˆme Q est irre´ductible sur
le corps Frac(O(D′′p)).
Remarque 3.10. — Ce re´sultat est une sorte de principe du prolongement
analytique sur la courbe associe´e au faisceau FQ : si une fonction holomorphe
sur la courbe est nulle au voisinage d’un point de l’un des feuillets du reveˆtement,
alors elle est nulle partout. On attend que ce principe vaille pour toute courbe
irre´ductible.
Terminons par un re´sultat topologique.
Lemme 3.11. — La partie
F = D′′p \ U =
{
x ∈ D′′p
∣∣ |T (x)| ≥ |p(x)|n}
est ferme´e dans le disque D.
De´monstration. — Il suffit de montrer que F est ferme´e dans Dp puisque cette
dernie`re partie est elle-meˆme ferme´e dans D. En d’autres termes, nous souhai-
tons montrer que la partie
V = U ∪ (D ∩ pi−1(a0))
est ouverte dansDp. Puisque U est une partie ouverte deDp, il suffit de montrer
que V est voisinage dans Dp de chacun des points de D ∩ pi
−1(a0).
Soit x un point de D ∩ pi−1(a0). Posons r = |T (x)|. C’est un e´le´ment de
l’intervalle ]0, 1[. Soient s un e´le´ment de ]r, 1[ et ε un e´le´ment de ]0, 1[ tels que
l’on ait p−nε > s. La partie
{
y ∈ pi−1([a0, a
ε
p[)
∣∣ |T (y)| < s}
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est un voisinage ouvert du point x dans Dp qui est contenu dans V .
3.2. Recollement
Soit G un groupe fini. Notons n son ordre et g1, . . . , gn ses e´le´ments. Chacun
de ces e´le´ments engendre un sous-groupe cyclique de G. Nous allons construire,
par la me´thode mise en place au nume´ro pre´ce´dent, un reveˆtement galoisien
cyclique associe´ a` chacun des e´le´ments du groupe G. Il ne nous restera plus
ensuite qu’a` les recoller convenablement.
En termes ge´ome´triques, nous allons recoller les reveˆtements au-dessus de leur
lieu de trivialite´ en tenant compte des relations entre les e´le´ments du groupe G.
Ce proce´de´ est simple et naturel et l’on ne doit pas se laisser rebuter par la
technicite´ apparente de la construction qui suit. Ce n’est rien de plus qu’une
traduction en termes mathe´matiques pre´cis de la me´thode repre´sente´e a` la fi-
gure 1.
Soit i un e´le´ment de [[1, n]]. Notons ni l’ordre de l’e´le´ment gi dans le groupe G.
C’est un diviseur de n et nous noterons di le quotient. Soit pi un nombre premier
congru a` 1 modulo ni. Soit ζi une racine primitive n
e`me
i de l’unite´ dans Zpi .
Notons Fi le faisceau FSni−pnii −T
sur D′′pi et Gi le faisceau F
di
i . Posons
Ui =
{
x ∈ D′′pi
∣∣ |T (x)| < |pi(x)|ni
}
et Fi = D
′′
pi \ Ui.
Notons τi la permutation cyclique (1 2 · · · ni) de l’ensemble [[1, ni]]. D’apre`s la
proposition 3.5, il existe un isomorphisme de OUi-alge`bres
ϕi : Fi
∼
−→ Oni
qui ve´rifie la condition suivante : pour tout ouvert V de Ui et toute section s
de Fi sur V , nous ayons
ϕi(ζi s) = τi(ϕi(s)).
Choisissons des e´le´ments ai,0, . . . , ai,di−1 de [[1, n]] de sorte que tout e´le´ment du
quotient G/〈gi〉 posse`de un repre´sentant et un seul parmi les e´le´ments gai,0 , . . . , gai,di−1.
Notons σi la permutation de l’ensemble [[1, n]] telle que
∀u ∈ [[0, di − 1]], ∀v ∈ [[1, ni]], gai,u g
v−1
i = gσi(uni+v).
D’apre`s le lemme 3.11, pour tout e´le´ment i de [[1, n]], la partie Fi est ferme´e
dans D. De´finissons une partie ouverte de D par
U0 = D \
⋃
1≤i≤n
Fi.
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Notons G0 le faisceau O
n sur U0.
Lemme 3.12. — L’ouvert U0 de la droite X est connexe.
De´monstration. — Notons P l’ensemble des nombres premiers et P0 = {p1, . . . , pn}.
Par de´finition, nous avons
U0 =
⋃
1≤i≤n
{
x ∈ D′′pi
∣∣ |T (x)| < |pi(x)|
}
∪
⋃
p∈P\P0
[a0, a˜p] ∪ [a0, a
1
∞].
La projection de cette partie est
V0 = M (Z) \
⋃
1≤i≤n
{a˜pi},
qui est connexe. En outre, la section nulle de´finie une section continue de l’ap-
plication pi : U0 → V0 et, pour tout e´le´ment b de V0, la partie pi
−1(b) ∩ U0 est
connexe. On en de´duit que la partie U0 est connexe.
La famille (U0,D
′′
p1 , . . . ,D
′′
pn) de´finit un recouvrement ouvert du disque D.
Les seules intersections de deux e´le´ments de cette famille a` n’eˆtre pas vides sont
celles de la forme D′′pi ∩D
′′
pi , pour i ∈ [[0, n]], et D
′′
pi ∩ U0 = Ui, pour i ∈ [[1, n]].
Pour de´finir un faisceau d’alge`bres G en recollant les faisceaux G0, . . . ,Gn, il
nous suffit de choisir un isomorphisme de O-alge`bres entre Gi et G0 au-dessus
de l’ouvert Ui, pour tout e´le´ment i de [[1, n]]. Nous utiliserons l’isomorphisme
ψi : Gi
(ϕi,...,ϕi)
−−−−−−→
∼
O
n σ
−1
i−−→
∼
O
n = G0.
Remarquons que le faisceau G est cohe´rent, car nous l’avons construit en recol-
lant des faisceaux cohe´rents (cf. lemme 3.1).
Proposition 3.13. — Il existe un morphisme de groupes injectif du groupe G
dans le groupe des automorphismes de O-alge`bres du faisceau F .
De´monstration. — Soit h un e´le´ment du groupe G. Notons αh la permutation
de l’ensemble [[1, n]] telle que
∀j ∈ [[1, n]], hgj = gαh(j).
On de´finit a` l’aide de cette permutation un automorphisme de OU0-alge`bres µh
de G0 :
µh : G0 = O
n αh−→
∼
O
n = G0.
Soit i un e´le´ment de [[1, n]]. Notons βh la permutation de l’ensemble [[0, di − 1]]
telle que
∀u ∈ [[0, di − 1]], hgai,u = gai,βh(u)
dans G/〈gi〉.
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Notons β′h la permutation de l’ensemble [[1, di]] de´finie par
∀u ∈ [[1, di]], β
′
h(u) = βh(u− 1) + 1.
Elle induit un automorphisme de OUi-alge`bres de Gi :
Gi = F
di
i
β′
h−→
∼
F
di
i = Gi.
Soit u un e´le´ment de [[0, di − 1]]. Il existe un e´le´ment mi,u de [[0, ni − 1]] tel que
hgai,u = gai,βh(u) g
mi,u
i dans G.
On de´finit alors un automorphisme γh de OUi-alge`bres de Gi :
Gi = F
di
i
(ϕ
mi,1
i ,...,ϕ
mi,di
i )−−−−−−−−−−−→
∼
F
di
i = Gi.
Un simple calcul montre qu’au-dessus de l’ouvert Ui, les automorphismes µh
et γh ◦ β
′
h de G co¨ıncident.
Nous avons donc construit une application
µ :
G → AutO(G )
h 7→ µh
.
Montrons que c’est un morphisme de groupes. Soient h1 et h2 deux e´le´ments
de G. Pour tout e´le´ment j de [[1, n]], nous avons
gαh1h2 (j) = h1h2gj
= h1gαh2 (j)
= gαh1 (αh2 (j))
.
Par conse´quent, nous avons αh1h2 = αh1 ◦ αh2 et donc µh1h2 = µh1 ◦ µh2. Par
conse´quent, l’application µ est un morphisme de groupes.
Montrons finalement que le morphisme µ est injectif. Soient h1 et h2 deux
e´le´ments de G tels que αh1 = αh2 . Nous avons alors
h1g1 = gαh1 (1)
= gαh2 (1)
= h2g1.
On en de´duit que h1 = h2. Par conse´quent, le morphisme µ est injectif.
Remarque 3.14. — Il n’est gue`re difficile de montrer que le morphisme µ
construit pre´ce´demment est en fait un isomorphisme de groupes. Nous n’au-
rons pas besoin de ce fait par la suite et ne nous attarderons donc pas a` le
de´montrer.
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3.3. Retour a` l’alge`bre
Nous disposons, a` pre´sent, d’un reveˆtement du disque D posse´dant le groupe
de Galois voulu G. Il nous reste a` montrer que l’extension induite entre les corps
de fonctions est galoisienne de meˆme groupe. Nous utiliserons, pour ce faire, le
caracte`re Stein du disque D (cf. the´ore`me 2.3).
Corollaire 3.15. — Il existe un morphisme de groupes injectif du groupe G
dans le groupe des automorphismes de O(D)-alge`bres du faisceau G (D).
De´monstration. — Soient A et B deux faisceaux de OD-alge`bres cohe´rents.
Conside´rons l’application surjective
MorO(A ,B)→ MorO(D)(A (D),B(D)).
Elle est injective car les faisceaux A et B satisfont le the´ore`me A.
On en de´duit que le morphisme de groupes injectif
µ : G→ AutO(G )
construit pre´ce´demment induit un morphisme de groupes injectif
µD : G→ AutO(D)(G (D)).
Lemme 3.16. — Tout e´le´ment de G (D) annule un polynoˆme unitaire a` coeffi-
cients dans M (D) de degre´ infe´rieur a` n.
De´monstration. — Soit s un e´le´ment de G (D). Nous supposerons, tout d’abord,
qu’il existe un point x0 de U0 tel que toutes les coordonne´es de son image sx0
dans Gx0 = O
n
X,x0
soient distinctes. Puisque l’ouvert U0 est connexe, le prin-
cipe du prolongement analytique (cf. the´ore`me 2.2) assure qu’en tout point x
de U0, toutes les coordonne´es du germe sx sont distinctes. Notons a1, . . . , an les
coordonne´es de l’image de s dans G (U0) = O(U0)
n. Posons
M(Z) =
n∏
j=1
(Z − ai) ∈ O(U0)[Z].
En tout point x de U0, l’image du polynoˆme M est l’unique polynoˆme unitaire
de degre´ infe´rieur a` n a` coefficients dans Mx qui annule le germe sx.
Pour tout e´le´ment j de [[0, n]], posons Vj = U0 ∪
⋃
1≤i≤jD
′′
pi . Montrons, par
re´currence, que pour tout e´le´ment j de [[0, n]], il existe un polynoˆme unitaire Nj
de degre´ n a` coefficients dans M (Vj) qui annule l’e´le´ment s|Vj de G (Vj). Nous
avons de´ja` traite´ le cas j = 0. Soit maintenant un e´le´ment j de [[0, n − 1]] pour
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lequel l’hypothe`se de re´currence est ve´rifie´e. Puisque l’ouvert D′′pj+1 est connexe,
l’anneau M (D′′pi) est un corps, d’apre`s le the´ore`me 2.2, et tout e´le´ment de
l’anneau O(D′′pi)/(S
nj+1 − p
nj+1
j+1 − T ) est annule´ par un polynoˆme unitaire de
degre´ infe´rieur a` nj+1 a` coefficients dans le corps M (D
′′
pi). On en de´duit que
l’e´le´ment s|Uj+1 de G (D
′′
pi) est annule´ par un polynoˆme unitaire Mj+1 de degre´
infe´rieur a` n a` coefficients dans le corps M (D′′pi). Soit x un e´le´ment deD
′′
pi∩U0 =
Uj+1. Nous avons de´montre´ qu’il existe un unique polynoˆme unitaire de degre´
infe´rieur a` n a` coefficients dans Mx qui annule le germe sx. On en de´duit que
les images les images des polynoˆmes Nj et Mj+1 dans Mx[Z] co¨ıncident. Par
conse´quent, les images de ces polynoˆmes dans M (Uj+1)[Z] co¨ıncident. On en
de´duit que le polynoˆme Nj se prolonge en un polynoˆme unitaire Nj+1 de degre´
infe´rieur a` n a` coefficients dans M (Vj+1) qui annule l’e´le´ment s|Vj+1 de G (Vj+1).
On de´duit finalement le re´sultat attendu du cas j = n.
Soit x0 un point de l’ouvert U0. La fibre du faisceau F au point x0 est
isomorphe a` l’alge`bre Onx0 . D’apre`s le the´ore`me 2.3, le faisceau G ve´rifie le
the´ore`me A sur le disque D. On en de´duit qu’il existe un e´le´ment s0 de G (D)
dont toutes les coordonne´es de l’image dans la fibre Gx0 = O
n
x0 sont distinctes.
Soit s un e´le´ment de O(D). Il existe un e´le´ment λ de O(D) tel que toutes les
coordonne´es du germe de la section s1 = s+λs0 au point x0 soient distinctes. Le
raisonnement qui pre´ce`de montre qu’il existe deux polynoˆmes unitaires P0 et P1
de degre´ infe´rieur a` n a` coefficients dans M (D) qui annulent respectivement les
sections s0 et s1. D’apre`s le the´ore`me 2.2, l’anneau M (D) est un corps. On en
de´duit qu’il existe un polynoˆme unitaire P de degre´ infe´rieur a` n a` coefficients
dans M (D) qui annule la section s.
Lemme 3.17. — L’alge`bre G (D) est inte`gre.
De´monstration. — Soient s et t deux e´le´ments de G (D) dont le produit est nul.
Au-dessus de l’ouvert U0, le faisceau G n’est autre que le faisceau O
n. D’apre`s
le lemme 3.12 et le the´ore`me 2.2, l’anneau O(U0) est inte`gre. Par conse´quent, la
premie`re coordonne´e de l’une des deux sections doit eˆtre nulle. Supposons que
ce soit celle de s. Notons
s = (s1, . . . , sn) dans O(U0)
n.
Nous supposons donc que s1 = 0.
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Soit i un e´le´ment de [[1, n]]. Il existe un e´le´ment j de [[1, n]] tel que gj = gi g
−1
1
dans le groupe G. Notons
s = (t1, . . . , tdj ) dans Fj(D
′′
pj )
dj .
Il existe des e´le´ments u de [[0, dj − 1]] et v de [[1, nj ]] tels que
g1 = gaj,u g
v−1
j .
Par de´finition du morphisme ψj , nous avons alors
ϕj(tu+1) =


sσj(unj+1)
...
sσj(unj+nj)

 dans O(Uj)nj .
Par de´finition de σj, nous avons σj(unj+v) = 1. Par conse´quent, l’e´le´ment sσj(unj+v)
de O(Uj) est nul. Le lemme 3.9 assure que l’e´le´ment tu+1 de Fj(D
′′
pj ) est
e´galement nul. Nous avons choisi l’e´le´ment j de fac¸on a` avoir l’e´galite´ g1 = gi
dans G/〈gj〉. On en de´duit qu’il existe un e´le´ment w de [[1, nj ]] tel que si =
sσj(unj+w) dans O(Uj). Par conse´quent, l’e´le´ment si est nul dans O(Uj) et donc
dans O(U0), par le principe du prolongement analytique.
Nous avons montre´ que l’e´le´ment s|U0 de G0(U0) est nul. En utilisant de
fac¸on re´pe´te´e le lemme 3.9, on en de´duit que l’e´le´ment s de G (D) est nul. Par
conse´quent, l’alge`bre G (D) est inte`gre.
Lemme 3.18. — L’anneau Z est alge´briquement ferme´ dans l’anneau G (D).
De´monstration. — Soit P un polynoˆme unitaire a` coefficients dans Z sans ra-
cines dans Z. Supposons, par l’absurde, qu’il existe une section s de G (D) qui
est racine du polynoˆme P . Notons z0 le point 0 de la fibre pi
−1(a0) de l’espace X.
C’est un point de l’ouvert U0. Notons a la premie`re coordonne´e de l’image du
germe sz0 par l’isomorphisme Gz0
∼
−→ Onz0 . C’est un e´le´ment de Oz0 qui ve´rifie
l’e´galite´ P (a) = 0. D’apre`s la discussion mene´e a` la fin de la section 2, l’anneau
local Oz0 se plonge dans l’anneauQ[[T ]]. On en de´duit que le polynoˆme P posse`de
une racine dans l’anneau Q[[T ]] et donc dans le corps Q. Puisque l’anneau Z est
alge´briquement ferme´ dans le corps Q, cette racine doit appartenir a` Z. Nous
avons abouti a` une contradiction. On en de´duit le re´sultat annonce´.
Introduisons une de´finition correspondant a` cette proprie´te´.
De´finition 3.19. — Une extension L du corps M (D) est dite re´gulie`re si le
corps Q est alge´briquement ferme´ dans L.
Regroupons, a` pre´sent, les re´sultats obtenus.
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Proposition 3.20. — L’extension de corps
M (D)→ Frac(G (D))
est finie de degre´ n, re´gulie`re et galoisienne de groupe de Galois G.
De´monstration. — L’extension M (D) → Frac(G (D)) est finie et de degre´ in-
fe´rieur a` n d’apre`s le lemme 3.16. Elle est re´gulie`re d’apre`s le lemme 3.18. On
de´duit du corollaire 3.15 que le groupe G s’injecte dans le groupe des M (D)-
automorphismes du corps Frac(G (D)). Or le groupe G a pour cardinal n. On en
de´duit que l’extension M (D)→ Frac(G (D)) est exactement de degre´ n, qu’elle
est galoisienne et que son groupe de Galois est isomorphe au groupe G.
Puisque nous sommes partis d’un groupe fini G arbitraire, nous avons fina-
lement de´montre´ que tout groupe fini est le groupe de Galois d’une extension
finie, galoisienne et re´gulie`re du corps M (D). D’apre`s les the´ore`mes 2.2 et 2.3
et la description de l’anneau O(D) donne´e a` la fin de la section 2, ce dernier est
isomorphe au corps Frac(Z1− [[T ]]). Ceci conclut la de´monstration du the´ore`me 1.
3.4. Ge´ne´ralisations
Dans ce dernier nume´ro, nous regroupons quelques re´sultats proches de celui
du the´ore`me 1. Signalons, tout d’abord, qu’il existe une the´orie des espaces
de Berkovich au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres quelconque,
comple`tement analogue a` la the´orie sur Z. C’est d’ailleurs dans ce cadre qu’est
re´dige´ le me´moire [11]. Soient K un corps de nombres et A l’anneau de ses
entiers. Notons Σ∞ l’ensemble des plongements complexes du corps K dans C
et de´finissons une norme ‖.‖ sur l’anneau A par
∀f ∈ A, ‖f‖ = max
σ∈Σ∞
(|σ(f)|∞).
Notons A1− [[T ]] le sous-anneau de A[[T ]] constitue´ des se´ries de la forme∑
k≥0
ak T
k
qui ve´rifient la condition suivante :
∀r < 1, lim
k→+∞
‖ak‖ r
k = 0.
En reprenant exactement le raisonnement suivi dans cette section dans le cadre
des espaces de Berkovich sur A, nous obtenons le re´sultat suivant (cf. [11],
the´ore`me 7.3.21) :
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The´ore`me 3.21. — Tout groupe fini est le groupe de Galois d’une extension
finie, galoisienne et re´gulie`re du corps Frac(A1− [[T ]]).
Changeons a` pre´sent de cadre et passons des corps de nombres aux corps de
fonctions. Nous nous plac¸erons dans le cadre de la the´orie de Berkovich classique,
c’est-a`-dire au-dessus d’un corps value´ (cf. [1]). Soit k un corps de caracte´ristique
nulle. Munissons-le de la valeur absolue triviale |.|0. La droite analytique A
1,an
k
pre´sente alors de nombreuses analogies avec l’espace M (Z), bien que ce dernier
soit compact, phe´nome`ne curieux sur lequel nous ne nous attarderons pas ici.
Conside´rons, maintenant, l’espace A2,ank , analogue de A
1,an
Z . Nous noterons U
et T les coordonne´es sur cet espace. Pour tout entier strictement positif n,
il existe une infinite´ de branches de A1,ank sur lesquels il existe exactement n
racines ne`mes de l’unite´ : celles associe´es aux facteurs irre´ductibles des polynoˆmes
cyclotomiques (en la variable U) dont l’ordre est multiple de n. Posons
Dk =
{
x ∈ A2,ank
∣∣ |T (x)| < 1
}
.
En appliquant le raisonnement suivi dans de cette section, nous de´montrons
que tout groupe fini est le groupe de Galois d’une extension finie, galoisienne
et re´gulie`re du corps Frac(O(Dk)). Par re´gulie`re, nous entendons ici que le
corps k(U) est alge´briquement ferme´ dans l’extension en question.
Afin de rendre ce re´sultat plus explicite, de´crivons l’anneau O(Dk). Il est
constitue´ des se´ries de la forme
∑
n≥0
an(U)T
n ∈ k[U ][[T ]]
qui ve´rifient la condition suivante :
∀s > 1,∀r ∈ ]0, 1[, lim
n→+∞
(sdeg(an) rn) = 0.
Cette description vaut d’ailleurs inde´pendamment de la caracte´ristique du corps k.
Supposons, a` pre´sent, que le corps k est de caracte´ristique p, ou` p est un
nombre premier. Dans ce cas, la construction des reveˆtements cycliques lo-
caux est plus complexe. Remarquons, tout d’abord, qu’il n’est pas ne´cessaire
de construire un reveˆtement cyclique associe´ a` chaque e´le´ment du groupe, mais
que nous pouvons nous contenter d’un syste`me de ge´ne´rateurs. Quitte a` choi-
sir convenablement ce syste`me, nous pouvons supposer que chaque e´le´ment qui
le compose a` pour ordre un entier premier a` p ou une puissance de p. Si un
e´le´ment a pour ordre un entier n premier a` p, nous construisons un reveˆtement
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local cyclique de degre´ n par la meˆme me´thode que dans le cas d’un corps de
caracte´ristique nulle.
Supposons, maintenant, que l’ordre d’un e´le´ment soit pr, avec r ≥ 1. Choi-
sissons une branche quelconque B de la droite A1,ank . Elle est associe´e a` un
polynoˆme irre´ductible P (U) ∈ k[U ]. Notons Wr l’anneau des vecteurs de Witt
de longueur r sur k[U, T, S0, . . . , Sr−1]. Posons
S = (S0, . . . , Sr−1) ∈Wr
et, pour tout e´le´ment α de k[U, T, S0, . . . , Sr−1],
{α} = (α, 0, . . . , 0) ∈Wr.
Pour tout i ∈ [[0, r − 1]], de´finissons un polynoˆme Qi(S0, . . . , Sr−1) a` coefficients
dans k[T,U ] par la formule
(Q0, . . . , Qr−1) = F (S)− {P (U)}
p−1S − {T} dans Wr.
Le groupe Z/prZ agit sur l’anneau k[T,U, S0, . . . , Sr−1]/(Q0, . . . , Qr−1) en lais-
sant stable k[T,U ] et en envoyant Si, pour i ∈ [[0, r − 1]], sur la (i + 1)
e`me
coordonne´e du vecteur S+{P (U)} dans Wr. En fait, d’apre`s la the´orie d’Artin-
Schreier-Witt, l’extension
k(T,U)→ k(T,U)[S0, . . . , Sr−1]/(Q0, . . . , Qr−1)
est galoisienne de groupe Z/prZ. Par analogie avec la construction du nume´ro 3.1,
nous de´finissons un faisceau sur le disque ouvert de rayon 1 au-dessus de la
branche B prive´ du point central, note´ D′′k,B, par
FQ0,...,Qr = O[S0, . . . , Sr−1]/(Q0, . . . , Qr−1).
Les proprie´te´s des vecteurs de Witt montrent que, pour tout i ∈ [[0, r − 1]],
nous avons
Qi = S
p
i − P (U)
(p−1)piSi mod (T,Q0, . . . , Qi−1).
Conside´rons un point x situe´ sur la section nulle au-dessus de la branche B
prive´e de ses deux extre´mite´s. L’image Sp0 − P (U)
p−1S0 du polynoˆme Q0(S0)
dans le corps re´siduel κ(x) de l’anneau local Ox est scinde´ a` racines simples.
Puisque cet anneau local est hense´lien, le polynoˆme P0(S0) posse`de p racines
simples dans Ox.
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En raisonnant par re´currence sur le nombre de variables, on montre ainsi que
le syste`me d’e´quations polynomiales donne´ par Q0, . . . , Qr−1 posse`de exacte-
ment pr racines α1, . . . , αpr dans O
r
x et que le morphisme
ϕ : Ox[S0, . . . , Sr−1]/(Q0, . . . , Qr−1) → O
pr
x
R(S0, . . . , Sr−1) 7→ (R(αi))1≤i≤pr
est un isomorphisme. On utilise ensuite les proprie´te´s du flot (a` toute semi-
norme multiplicative |.|x sur k[T ] est associe´e une application de R
∗
+ dans A
1,an
k
qui envoie ε sur le point associe´ a` |.|εx, cf. [11], nume´ro 1.3) pour en de´duire que
cet isomorphisme se prolonge en dehors d’une partie ferme´e du disque D′′k,B qui
est encore ferme´e dans Dk (cf. lemme 3.11).
Il nous faut encore prouver que l’anneau FQ0,...,Qr−1(D
′′
B) est inte`gre. On
de´montre cette proprie´te´ par re´currence sur le nombre de variables en raisonnant
comme dans la preuve du lemme 3.7.
Les arguments des nume´ros 3.2 et 3.3 s’adaptent alors exactement. On en
de´duit le re´sultat suivant :
The´ore`me 3.22. — Soit k un corps. Tout groupe fini est le groupe de Galois
d’une extension finie, galoisienne et re´gulie`re du corps Frac(O(Dk)).
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